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langt man also zusitzlich von den Losungen von
(49), (50), daB der Mittelwert der Losung tiber
jede feste Flache 2! = const Null ist, erhdlt man ein-
deutige Losungen. Damit ist der Beweis von (S2)
abgeschlossen.

Die Beziehungen (19) und (39), die beim Be-
weis von (S2) neben dem Operator A* (Grafmann-
sche Ergianzung des Nabla-Operators der Flichen-
schar) eine hervorragende Rolle spielen, sind in-
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teressanterweise auch sehr wichtig in der statisti-
schen Mechanik, wenn man ein invariantes Mafl auf
den Flichen konstanter Energie definieren will (vgl.
z. B. CHINTSCHIN 12).

Ich danke der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir
finanzielle Unterstiitzung und dem Referenten fiir den
Hinweis, der zur vorliegenden verallgemeinerten Form
von (S7) gefithrt hat. Herrn Prof. Dr. E. RICHTER
danke ich sehr herzlich fiir die vielen anregenden Ge-
spréche.

7 H. GRAUERT u. W. FiscHer, Differential- und Integral-
rechnung II, Heidelberger TB, Bd. 36, Springer-Verlag,
Berlin 1968, S. 92.

8 H. GrRaDp u. H. RusiN, Hydromagnetic Equilibrium and

Force-free Fields, Proceedings of the Second United Na-

tions Intern. Conf. on the Peaceful Uses of Atomic Energy.

Geneva 1958, Vol. 31, S. 195.

L. D. PicHakcHI, Sov. Phys. JETP 23, 542 [1966].

10 S, 1. BRAGINSKIL, Sov. Phys. JETP 20, 726 [1965].

11 G, HeLLwic, Differentialoperatoren der mathematischen

Physik, Springer-Verlag, Berlin 1964, S. 185.

12 A, J. CHINTSCHIN, Mathematische Grundlagen der statisti-

schen Mechanik, BI, Mannheim 1964, Bd. 58/58a, S. 41 ff.

Algebraische Lsung des Eigenwertproblems im N©© -Sektor des Lee-Modells
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An Algebraic Solution of the Eigenvalue Problem in the NO©-Sector of the Lee-Model

Trying to write the NO-eigenstates of the Lee-model in a more compact way, we define operators
containing the N®-scattering-amplitudes. With these operators, the structure of the Hamiltonian
can be strongly simplified. — It is now possible to solve the eigenvalue-problem in the N&®-sector

with few simple, pure algebraic, calculations.

1. Einleitung

Es ist bekannt, daB die stationiren Zustinde im
NOO-Sektor des LEE-Modells! aus der Losung der
KALLEN-PAULIschen Integralgleichung 2 bestimmt
werden konnen. Sie wurde von verschiedenen Auto-
ren 38 unter Beniitzung der Theorie der analyti-
schen Funktionen berechnet und in geschlossener
Form dargestellt. — Andererseits hat FIVEL? ge-
zeigt, dal man das Eigenwertproblem im NOO-
Sektor auch auf rein algebraischem Wege 16sen kann.
Seine Methode besteht darin, den Hamilton-Opera-
tor so zu transformieren, dafl ein Problem mit se-
parablem Potential entsteht, das auf ein System
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Miinchen (Theoret. Physik), D-8000 Miinchen 13, Schel-
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linearer Gleichungen reduziert werden kann. Die er-
forderlichen Rechnungen sind aber sehr kompliziert;
insbesondere ist es schwierig, seine Losung mit der
der vorher erwihnten Autoren zu vergleichen. —
BorsTERLI 1? verwendet die ladungserhohenden Ope-
ratoren a;* und v* N, um vom NGO- in den NOO-
Sektor zu gelangen.

Ahnlich verfahren v. DEwrTz-HELMERS 1, um die
Resolvente in diesem Sektor zu berechnen, mit der
man tiber die Lippmann-Schwinger-Gleichungen das
Eigenwertproblem l6sen kann.

In der vorliegenden Arbeit soll der Hamilton-
Operator auf die Form H = [ dq g, ¢,* ¢, gebracht
werden. Die Operatoren ¢,*, ¢, enthalten die a- und
p-Amplituden der Eigenzustinde des NO-Sektors.
Durch diese vereinfachte Struktur von H kann das
Eigenwertproblem im N@©-Sektor sehr leicht und
auf rein algebraischem Wege gelost werden.
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EIGENWERTPROBLEM IM NO®-SEKTOR DES LEE-MODELLS

2. Grundlagen

Der iibliche Hamilton-Operator des Lee-Modells
H:=H,+H, (1)
zerfallt in einen ,,ungestorten® Term:
Hy:=MyV*V+mN*N+ [dk kya*a; (2)
und einen ,, Wechselwirkungsterm®:
H:=V*NA+N*V A4*. (3)

Hierbei sind: V, N, a; die Vernichtungsoperatoren
der V-, N-, O-Teilchen und V*, N*, a* die entspre-
chenden Erzeugungsoperatoren.

Ihre Vertauschungsrelationen sind:

= Vy={N"N}=1; (4)
[ar, al] =0 (k—1) = : O/~ (5)

Alle anderen Kommutatoren bzw. Antikommutatoren
verschwinden.

In (2) hat M, die Bedeutung der ,,nackten“ Masse
des V-Teilchens; m bedeutet die nackte (und physi-
kalische) Masse des N-Teilchens. k ist die relativi-
stische Masse (Energie)

ko:= Vi + (6)
+

des O-Teilchens.

Gleichung (6) stellt das einzige relativistische Ru-
diment der Theorie dar; u ist in ihr die Ruhemasse
des O-Teilchens. — k, k', [ usw. sind Dreierimpulse;
die relativistischen Energien werden analog zu (6)
als ky, ky, ly usw. geschrieben. Volumenelemente
im dreidimensionalen Raum schreiben wir einfach
als dk, d%’, dl usw. —

In (3) ist:

A:=[dkv*ar; A*= dkvpd¥; vi:= (vF)%;

(a¥)*: =ay. )

Das Sternchen * hat hierbei die iibliche Bedeutung
der komplex konjugierten c-Zahl oder des hermitesch
adjungierten Operators. — Bei allen Groflen, die
sich auf das ©-Teilchen beziehen, kann man diese
Schreibweise vereinfachen, indem man wie in (7)
den Stern durch Ubergang von oberer zu unterer
Indizierung ersetzt. Von ,,Summationskonventionen®
soll zunachst abgesehen werden.

Die Funktion v* des Dreierimpulses k ist in wei-
tem Ausmal beliebig. Sie soll bloB so glatt sein und
fir ]k[—) oo so rasch abfallen, daf} alle im folgen-
den auftretenden GroBen existieren, in denen sie
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vorkommt. — Mit dieser Forderung vermeiden wir
von Anfang an alle Schwierigkeiten mit sogenannten
Geistern und indefiniter Metrik.
Fiir das Fock-Raum-Vakuum o gilt:
Vo=No=aq,0=0; (o|o)=1. (8)
Man verifiziert leicht, dafl
B:=V*V+N*N 9)

Q:=V*V+[dkd*a (10)

und

miteinander und mit H kommutieren. Man identifi-
ziert B mit dem Baryonenzahl- und Q mit dem La-
dungszahloperator.

3. Der neue Hamilton-Operator

Im folgenden beschrinken wir uns auf den Fall:
V instabil. Es gibt dann nur Losungen des zu H ge-
hérenden Eigenwertproblems, die ,,Streuzustinden®
entsprechen. Ist ein V-Bindungszustand vorhanden,
so konnen die angestellten Uberlegungen leicht auf
diesen Fall verallgemeinert werden.

Die Lésungen der Schrédinger-Gleichung

Hy=Evy (11)
im NO-Sektor zu den Eigenwerten £ =m + g, (q ist
der Impuls des freien ©-Teilchens, das am N-Teil-
chen gestreut wird) haben die Gestalt
Wi=alV*0+ [dk f2).a* N* o . (12)
Fiir die Amplituden a?, %, ergeben sich durch Ein-
setzen in (11):
(m+qo—My) a?= [ dlo* Yy, (13 a)
(g0 — ko) pU=alvy. (13b)
Das System der w? ist vollstindig und orthonor-
miert 12, Es sei nun
cl:=p14+a?V*N, (14)
p9:=[dk B2 d*. (15)

Es interessieren die Kommutatoreigenschaften der
c?:

mit

[c¢,c?] =0, (16)
[er, ] =B, B1] +a, a?[N*V,V*N]. (17)

Wegen der Orthonormiertheit von (12) ist
(B, B =6,2—a,al. (18)

Fir den zweiten Term von (17) ergibt sich [vgl.

(9)1:

[N*V,V*N]=B-2V*V; (19)
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also insgesamt:
[errc?] =0, 2+a,a? (B—-1-2V*V). (20)
Wichtig ist nun, dal die in H auftretenden Operato-

ren @* und 7* N sich wegen der Vollstandigkeit der
y?, also (nach Parseval) wegen

Jdqp% Bl =04 [dqat =0,

[dgata,=1 (21)
durch die ¢? ausdriicken lassen:
[dqc? B} =[dkd* [ dg B9 B
+V*N [dqa? B}l=d; (22)
[dgcta, =[dkad” [dqp%a,
+V*N[dgqa?a,=V*N. (23)

Aus dem letzten Term von H, [vgl. (2)] wird da-
her:

Hy:=[dkkya* a;, = [ dk dq c? (ko BF) as.
(24)

Mit Gl. (13 b) folgt:
Hy=[dgc?qy[dkfFar—A[dgcla,.

Wegen (14) und (23) wird
Hy=[dqqyc?c,—[dqqoc?a,N*V —V*NA.

(25)

(26)
So ergibt sich fir H [vgl. (9)]:
H=mB+ (My—m) V*V + [dqq,cic,
+(4*—[dggycia,) N* V. (27)
Es ist
A* = [dkv,d* = [dq c? [ dk v BF
= [ dgc?(gy+m—My) ag, (28)

[vgl. (13a)].
Fiir den letzten Term in (27) ergibt sich damit
(A*—[dq ggc?ag) N*V = (m—M,y) [dgc?a,N*V
=(m—-M,) V*NN*V, (29)
[vgl. (23)].
Nun gilt:

V*NN*V=V*V(2-B). (30)

So erhalten wir
H=(My—m) V*V(B—1) +mB+ [dggycic,.
(31)

Im Unterraum B =1 kann man die Summe der er-
sten beiden Terme durch m ersetzen.

In H kommt fiir B=1 die ,nackte Masse“ M,
des V-Teilchens nicht mehr vor. Die Operatoren c?,
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¢, geniigen zwar nicht denselben Vertauschungsrela-
tionen wie die a?, a,, jedoch sind in den Kommuta-
toren nur physikalisch relevante Grofen enthalten.

Fiir B=1 ersetzen wir H durch den ,effektiven®
Hamilton-Operator

H = [dq goc? cqs (32)

die Subtraktion des trivialen Terms m B=m ist
offenbar bequem.

4. Das Eigenwertproblem im NO©-Sektor

Mit den neuen Operatoren c?, ¢, gewinnen die
Eigenzustinde des NO-Sektors die einfache Form:

wi=cIN*w (33)

[vgl. (12)].
Gleichung (32) suggeriert nun fir die Eigenzu-
stinde im NOO-Sektor die Gestalt

Z‘Iﬂz: = c? c?: N* w . (34')

Man sieht jedoch sofort, daBl die x%%: wegen den
Vertauschungsrelationen (16) und (20) leider die
Schrodinger-Gl. (11) nicht erfilllen. — Auf jeden
Fall gehort y%% jedoch zum NOO-Sektor. Das Sy-
stem {y%%} ist sogar vollstindig. Die orthonor-
mierte Basis {a* a®: N* w, a* V* w} 14Bt sich nim-
lich wegen Gln. (22) und (23) durch die y%:% aus-
driicken. [Im folgenden soll die Integrationskonven-
tion s, 7= [dq s(q) t*(q) gelten]:

akl akz N*w = ﬂqik‘ ﬂqzks ctic?= N*

= Bt Byt 1% (35)
d*V* w= a*(V*N) N* v

=B Fagctict: N* o

= IB(Ilk aq:Xq‘q’ = (36)

Die %% sind jedoch nicht linear unabhéngig. Sei
namlich:

lpgi=0q04-I's T'eC. (37)
Dann gilt:
quq’ Zqﬂz =] (o P98 cl: aq, c?: N* o
=I' V*NV*NN*w=0. (38)

Man kann sogar zeigen, dal} zwischen den %% nur
die eine Relation

I ag, ag, x91%: =0 (39)
besteht.
Sei namlich

0 =1g,q, 2%, (40)
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mit
Aae=2g:g, - (41)
Dann ist
0 = Ag,q, Cr 217 (42)
fiir alle 7. — Nun ist wegen
o N*w=0: (43)
¢, 0% = [c;y 2] ¢ N* 0 + c%[c,, c2] N* 0. (44)

Unter Beriicksichtigung der Kommutatorregel (20)
ergibt sich:

cr qu% = 67_?1 1/)92 + 6’_% wq1 — a, ara®V*w. (45)
Eingesetzt in (42):
0=220,9e—20a, Agg 0t aV*w. (46)

Diese Gleichung wird mit ¢, multipliziert:
0=2124,¢cy cN* 0 —2 0, dgqalra%c, V* v (47)

=2 Mg, Ty N* 0 +2 2,4,[0,% + ap al:
(B=1-27*V)]N*w

—2a,2gq, 0% a%a, N* 0. (48)
Wegen (43) ist dann
0= (4p—a, apAyqata®) N*w. (49)
Es folgt:
Mp=Ta,a,; T €C. (50)

Die moglichen nicht-trivialen linearen Relationen
zwischen den x%% bilden also die 1-parametrige
Schar (39). —

Da das System {3%%} im NOO-Sektor vollstin-
dig ist, 1aBt sich die Losung v des Eigenwertpro-
blems

Hy=cy (51)

in diesem Sektor als Linearkombination der y%:%: an-
setzen:

V=200, 2%%; g =1guqs - (52)
Unter Beriicksichtigung von (45) folgt mit (32):

H v =Jdq g ¢? 29,0, {07 % + 8,2 %

—2a,a%a%ay; c? N* o}, (53)

denn

V*o=V*NN*w=cay N*w. (54)

Heben wir jetzt die Integrationskonvention wieder
auf, so wird:

Hp=[dqydgs 24,4, (g10 + gzo) 2%:%
—2 [ dq, dgs 2g,q, a% a2 [ dq dq’ gy ag @y 297 (55)

1175
Wir ersetzen g, durch 271(gy+ ¢q,’) :
H y=[ dg; dgs 7%% [ (g10 + G20) Ag.cs
—7 Qq, aqg(?lo & q20) ] H (56)
wobei
y:=Jdq,dgs A4, a% al. (57)

Einsetzen in (51) fithrt zu dem gekoppelten Glei-
chungssystem (wir ersetzen g durch p) :

(P10+ P20 — €) Apn= p, @[V (P10 +P2o) +1'1,
(58 a)
y=/[dp,dp;a??: 1, . (58b)

Die willkiirliche Konstante I tritt wegen der linea-
ren Abhéingigkeit der y%% auf.

Wir wollen uns im folgenden auf NOO-,ein“-Zu-
stande spezialisieren, d. h. Zustinde mit zwei einlau-
fenden O-Teilchen der Impulse ¢; und g¢,, die an
einem N-Teilchen gestreut werden (auslaufende

NOO-Streuwelle).
Ansatz:
ll’xﬂz = 2_1 (6(11711 6%22 + 6%21 6?’:) +7ﬂxl’:; (59)
€=(q19+ gz - (60)

Ap.p, soll frei von doppelten Delta-Funktionen sein.
Fiir y ergibt sich dann [vgl. (57)]:

y=atiah 7, (61)
mit _
yi= f dp, dp, aPr aPs A,y . (62)
Nun ist
/1_,,,,,, = ap, 0p,[7 (P10 +P20) + '] (Pro+Pp20—€—i0) 7L
(63)
Einsetzen in (62) :
7=/ dp, dp, | ap, Ap, [ (P10 + P20)
+ '] (pro+pa—e—io) 7L (64)

Uber I' kénnen wir frei verfiigen. Wir wihlen

I':=a%a2D 1(¢+io0), (65)
mit
D(z):=[dp,dp;| @y, ap, [ (z—pio—pa2o) 1.
(66)
Dann geht (64) iiber in
y=-T-D(c¢+io) +y [dp,dp,|ay, ap,|?
(P10 +P20) (Pro+p2o—e—io0) 7L (67)
Nach (61) ist hinreichend fiir (67) :
r=0, (68)
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also

5= —amat. (69)

In (63) eingesetzt:

Appe=Qp, 0p, a% % D71 (e +i0)
(P1o+pa—&—io0) L (70)
In der Tat ist dann wegen (62) die Gl. (69) erfiillt.
Damit ist 4 véllig bestimmt. Es folgt:
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Wie in 12 gezeigt wird, ist %% tatsdchlich eine Lo-
sung der Schrodinger-Gleichung. Im Falle eines in-
stabilen V-Teilchens stellen die %7 ein vollstandi-
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The Energy-Density Functional of an Electron Gas
in Locally Linear Approximation of the One-Body Potential *

R. BALTIN

Institut A fiir Theoretische Physik der Technischen Universitit Braunschweig, Germany

(7. Naturforsch. 27 a, 1176—1186 [1972] ; received 11 March 1972)

For a system of independent electrons moving in a common one-body potential ¥ (r) an integral
representation of Dirac’s density matrix is evaluated in the approximation that V' (r) at the point r
is replaced by a linear potential with a gradient equal to the gradient of ¥ at r. The particle den-
sity 0, Vo and the kinetic-energy density ek are derived from the density matrix. After eliminating
the potential and its gradient a parametric representation for &k in terms of ¢ and y =| Vo |z o=
is obtained. Explicit analytical expressions are given in the limits ¥ — 0 and y — oo and compared
with the inhomogeneity corrections of Kirzhnits and v. Weizsdcker.

1. Introduction

According to the original Thomas-Fermi theory
the kinetic-energy density & of electrons with par-
ticle density ¢ moving independently in a common
effective one-body potential V' (r) is given by

g =0 [%=03(37%)"hm] .

As is well-known, this relation is an insufficient ap-
proximation either when the potential varies rapidly
in space or when the density is very low. For the
general case of an inhomogeneous electron gas, Ho-
HENBERG and KOHN! have shown that the ground
state kinetic energy is a unique functional of o
whether or not the electrons are interacting. How-
ever, it seems difficult to gain valid explicit appro-
ximations to this functional beyond the TF-term.

Reprints request to Dr. R. BALTIN, Institut A fiir Theoreti-
sche Physik, Technische Universitit, D-3300 Braunschweig,
Germany.

* Extracted from the author’s doctoral thesis (D 84).

In a rather intuitive approach, v. WEIZSACKER 2
introduced an additive correction term ~ (V/g)2/o
to ¢i" whereby qualitative improvements could be
achieved. However, application to some specific po-
tentials yields too high ground state energies 375.

A systematic investigation of KIRZHNITS® start-
ing from a reformulation of the Hartree-Fock equa-
tions in terms of Dirac’s density matrix and expand-
ing the latter in a power series of & came to the re-
sult that for weak inhomogeneity the Weizsdcker
correction term should be multiplied by a factor of
7=1/9. Other authors?~? using similar methods
obtain the same factor. GOLDEN1? finds y = 13/45.
Using semiclassical arguments GomBAs 11713 claims
that not the Weizsicker term but the TF term should
be corrected by a factor dependent upon the number
of electrons.

Several authors 4716 have pointed out that Kirzh-
nits’ series expansion doesn’t take into account the
nonanalytical behaviour of Dirac’s density matrix



